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Triqonometrik tanliklorin hallarinin birlosmasi vo kasismasi

Xiilasa

Moqaloda triqgonometrik tonliklorin holl ¢oxluglarmin birlosmasi vo kosismasi mosalolori aras-
dirilir. Belo tonliklorin bir ne¢o hoall seriyasina malik ola bilmosi vo bu seriyalarin bir-birinin alt
coxlugu vo ya ortaq elementloro malik olmasi hallar1 tohlil edilir. Miislliflor bu hollorin analitik
tisullarla vahid diistur soklindo ifado olunmasinin iisullarin1 togdim edirlor. ©lds olunmus hallorin
birlosmasi, hallorin kosismasinin vahid ¢evra lizorindo tosviri vasitasilo hall ¢oxluqglart sistemlos-
dirilir. Homginin, eynigiiclii tonlik anlayis1 vo tonliklor heyatinin imumi hall formasina gotirilmasi
liclin sortlor miioyyon edilir. Niimunalar iizorindo aparilan tohlillor naticasindo gdstorilir ki, kasison
vo ya Ust-listo diigon holl seriyalarinin birlosdirilmasi ilo olds olunan hosll daha sads vo timumi ifadolor
formasinda toqdim oluna bilor. Toqdim olunan yanasma triqgonometrik tonliklorin hollinde vahidlik
va somoaraliliyin artirllmasina xidmaot edir.

Acgar sozlar: trigonometrik tanlik, hall seriyalari, ¢oxluq, vahid ¢evra, tonliklor heyati, eynigiiclii
tonlik
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Union and Intersection of Solutions of Trigonometric Equations

Abstract

The article investigates the union and intersection of solution sets of trigonometric equations. It
analyzes cases where such equations may have multiple solution series and where these series may
be subsets of one another or share common elements. The authors present methods for expressing
these solutions analytically in a unified formula. The solution sets are systematized through the union
of solutions and the depiction of their intersections on a single unit circle. Additionally, the concept
of equivalent equations is introduced, and conditions are determined for reducing a system of
equations to a general solution form. Through the analysis of examples, it is demonstrated that
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combining intersecting or overlapping solution series can yield simpler and more general expressions.
The proposed approach aims to enhance consistency and efficiency in solving trigonometric
equations.

Keywords: trigonometric equation, solution set, arithmetic progression, intersection, equivalent
equation, unit circle

Giris

Trigonometrik tonliklorin halli zamani iki vo daha ¢ox hall seriyasindan ibarat hall ¢oxlugu alina
bilor. Bu hall seriyalarindan biri digorinin alt ¢oxlugu ola bilor, yaxud holl seriyalar1 kosiso bilor
(Giilmommadov, 2013). Coxluqlarin birlogsmasi zaman1 ortaq elementlor bir dofo yazildigindan,
trigonometrik tonliklorin hollini kosismoyon holl ailolori soklindo gostormok daha mogsadouygundur.

Trigonometrik tonliyin hallinin kesismayon hall ailolori soklinds yazilmasini aragdiraq (Boro-
dulya, 1989).

Tadgiqat

Forz edok ki, bizo tam adadlor goxlugunda toyin olunmus

x,=a+dn (a,neZ) (1)

diisturu ilo adadlar ardicillig1 verilib (Cipkin & Pinskiy, 1983). Bu diisturda 7 -0 ardicil qiymatlor
verdikdo, a+dn ifadesinin aldig1 qiymotlora osason demok olar ki, birinci haddi a, silsilo forqi d
olan odadi silsilo verilib. n € Z oldugu ii¢iin d >0 vo a>0 gotiirmok olar, ¢iinki d vo ya @ monfi

giymatlor aldigda X,, - in giymatlor ¢oxlugu doyismir. Eyni zamanda qobul eds bilorik ki, 0 <a <d
X, =a+dn (neZ) disturunda d =1 vo a=0 gétiirsok, X,, - in qiymatlor coxlugu Z olur.

Tam ododlor ¢oxlugunu, forqlori 2, 3, 4, .. vo s, hor bir hoddi iso tam odod olmagqla
x,=a+dn (neZ) disturu ilo toyin olunan adadi silsilolorin birlosmosi kimi ifado edok. Mosalon:

d =2 olduqda 0<a<?2 olar. Natico etibar1 ilo a=0 vo a=1 aliriq. Bu sobobdon tam odadlor
¢oxlugunu {0+2k} ) {1+2k} (k ez ) coxluglarmin birlogsmasi kimi géstormak olar.

Yoni, Z={2k} U {2k+1} kimi yazmaq olar.
d=3 oldugda a=0,1,2 olur. Bu halda diistur X, =a+3n soklino diisiir vo demali,
Z={0+3k} U {1+3k} U{2+3k} kimi yazmagq olar.

Analoji olaraq d=m oldugda @=0,1,2, ..., m—1 qiymotlorini alir. Onda x,=a+mn
diisturunda a - nin qiymetlorini ardicil olaraq nozors alsaq:

Z={0+mk } U {1+mk}U{2+mk } U{(m—1)+mk} .

Beloliklo, tam adoadlor ¢coxlugunu, birinci haddi 0, 1, 2, ..., m—1, forqlori iso eyni m (m e/ )
odadine borabar olan x, =a+dn (n eZ ) diisturu ilo toyin olunan odadi silsilolorin birlogsmasi

soklindo toqdim etdik. Buradan hokm etmok olarki, tam odadlor ¢oxlugu m ododino goro alt
coxluqlara ayrilib.
Bunun torsini do gostormak olar. Forz edok ki, 7 sayda, forqlori eyni olan n-ci hadd diisturlar

X,=ay+dn, y,=ay+dn, .. t,=a,+dn(neZ)Q)
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soklinds olan adadi silsilslar verilmisdir.Ogor bu ardicillaglarin birinci hadlori, forqi imumi forqin
yani (d -nin) onlarin sayina (adadi silsilolorin sayina) nisbatino barabar olan artan adadi silsilo omalo
gotirirso, onda homin silsilolori birlosdirib bir diisturla ifade etmak olar (Mordkovig, 1987). Yoni,

d
a, — Ay 1 =0y 1~y o =...=0y —aA = — (3)
m
sorti 6danirss, vo yaq,, Ay eeey Ay odadlari, silsile forqi i olan sonlu sayda adadi silsilo amalo
m
gotirirso,
d
a+dn=a+ ) @
m
a, +dn =q +£+dn = +i(ml’l+1) (5)
m m
d
a,, +dn=a;+—(mn+m-1) (6)
m
Onda bu ¢oxluglarr:
Zn=al+i(ml’l+m—l) (7)
m

soklinda gdstormok olar.

(7) boraborliklori birlosdirms sorti adlanir.

Masalonin qoyulusu va halli.

Niimuns 1. sin4x Osin8x =0 tonliyini hall edin (DIM. Test toplusu, 2023).
Holli:

sin4x [Isin8x =0

sindx=0 = 4x=rk, x:”—k, keZ
sin8x=0 = 8x=un, x:%, ne’z

:ﬂ—k, keZ st:%, neZzZ

hallor seriyasini bir diisturla vermak olar. Cadval tortib edak.
I hallor seriyasim cadvalda gostarak.

x| 0 z| =z| ¥=| #®| x| 3=\ Iz 27
4 2 4 4 2 4
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
IT hallar seriyasim cadvalda gostarak.
x 0 = =z 3= oz 57 3@ 7 X 2
8 4 8 2 8 4 8
n| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 16
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Cadvallordon aydin olur ki, birinci seriya adodlor ikinci seriya oadodlorin xiisusi halidir.
Ciinki, x = %, n € Z hollor seriyasinda n =2k yazsaq, ikinci seriya adadlordon birinci seriya

adadloar alinir. Yoani:

k n n )
{T} U {? } = { r} }, n € Z alariqg (Mommadli, 2012).

Niimuns 2.cos 9x —cos 7x + cos 3x —cos x = 0 tonliyini hall edin (Qovorov, Dibov, Mirosin,
Smirnova, 1986).
(cos9x —cos7x)+(cos3x—cosx)=0

—2sin8x-sinx—2sin2x-sinx =0

sin x(sin8x +sin2x) =0 = 2sinx-sin5x-cos3x =0

Holli: . x=rk,keZ,
sinx=0
sinSx=0= x=%,neZ,
cos3x=0
T Tm
X=—+—me”/
6 3
n n
gkt U —t=1—+, nelZ
ik} { 5 } { 5 }

% ,n e Z hollor seriyasinda n =5k yazsaq, ikinci seriya ododlordon birinci seriya adoadlor alinir.

Yoni, x = 7k, k € Z soklindo koklor x = % ,n € Z koklori igorisinds oldugu ti¢iin bu iki hallin yerino

X = %, n € Z holli gotiiriiliir. Demosli,cavab x = %,x = % + %,n, m € Z saklinds olar.

Umumiyyotlo, hollorin birlosdirilmesi zamani asagidaki qaydaya istinad etmok daha
mogsadouygun olardi.

sinmx =0
sinnx =0

heyotini togkil edon tonliklordo 172,711 € N ododlari iiclin m adadi n-o tam boliiniirss, tonliklor
heyati sin mx = 0 tonliyi ilo eynigiicliidiir.

sinmx=0 .

, <smmx=0,mneN

sinnx =0
sinx =1 )

a)| . <:>|smx|:1<:>cosx:O
sinx =—

2. -~

cosx =1 )

b) & |cosx|=1<sinx =0
COSX =—

sinx=0 )
3. { < sin2x=0
cosx=0

Niimunos 2. sin3x-sin9x-sin18x =0 tonliyini hall edin.

Holli: 18 adadi 3-0 vo 9-a béliindiiyii iigiin verilon tonlik sin18x =0 tonliyi ilo eynigiicliidiir
(Emel Seymen, Gencer Qazioglu, Sultan Yildirim, Yilmaz Meral, 2020). Y oni,
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sin18x=0:>18x:7rk,keZ:>x=ﬂ—k,keZ

Niimuns 3. sin(z-sin x) =0 tonliyini hall edin (DIM. Test toplusu, 2023).
Holli: sin(z-sinx)=0= 7 -sinx =7x-k,k € Z = sin x = k alariq.k adodi tam adod oldugundan 0,
-1 vo 1 giymatlorini ala bilor.

sinx =1 . : - e
{ i | & |s1n x| =l<cosx=0 ) sinx=0  hollorinin  birlosdirilmasindon
sinx =—
=0
— < sin2x =0 alnar. sin2x=0=2x=7k,keZ = x= ﬁ—k,k e”Z
cosx=0 2

Niimuns 4. 2sin3x+3cos2x =5 tonliyini hall edin (Yaqubov, Ismayilov, & Agakisiyev, 2008).
Holli: sin3x vo cos2x - in on kigik qiymatlori (—1) oldugundan bu tonliyin sol torafindoki

ifadonin qiymati (—5) - don kigik ola bilmaz. Lakin bu ifade (—5) - 9 barabar qiymati yalniz vo yalniz

o zaman ala bilor ki, hom sin3x, hom do cos2x oziiniin an kigik gqiymatini alsin.

sin3x = —1 3x=-2 127k, keZ
N = 2
coscx=- 2x=rx+27wn, neZ
x:—z+ﬁ, keZ
6 3

b
x:5+7m, neZzZ

Bu hollor ¢oxluglarinin kosigsmosini analitik iisulla tapaq. Bunun {i¢lin bu disturlarin sag
toraflorini bir - birina barabar edorok alinan tonliyi k& vo n tam parametrlorino nozaran hall etmok
lazimdr.

—Z+% i = _—1+%=l+n:> —1+4k=3+6n

6 3 2 6 3 2

4k =4+6n =2k=2+3n

Aydindir ki, bu tonliyin tam hollori n=2m, k=14+2m, m € Z soklinds olacaq. Demoali, verilon
tonliyin hallor ¢oxlugu x = % +27wm,m € Z olacaq.

Sistemin hollor ¢oxlugunu vahid cevro iizorindo yuxaridaki diisturla ifado olunan hallor
¢oxluglarma uygun olan noqtoalori (uygun olaraq “r ”, “x”isarslori) geyd etmoklo do tapmaq olardi
(Mammadli, 2012).

/2

o x
—77 /6 — /6

Sokildon goriindiiyli kimi bu hollor ¢oxluqglarinin kosismosi x =§+27zm, m € Z disturu ilo

ifads olunacagq.

Cavab: x =%+27rm,m e’/
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1

sin4dx sin2x sinx
Holli: Machulun miimkiin qiymatlor coxlugu

sindx #0
sin2x =0

=0 tonliyini hall edin (Borodulya, 1989).

Nimuno 5.

sinx #0
sin4x =2sin2xcos 2x =4sin xcos xcos 2x oldugundan bi sistem sin4x #0 barabarsizliyi

ilo eynigiiclii olacaq. Demali,

Ax# 7k, ke Z yoni x # %k, k € Z olmaldir.

Verilon tonliyin har iki torafini sinxsin4x #0 - a vursaq homin tonliyin toyin oblastinda onunla

eynigiiclii olan tonlik alariq.
sin x —2sin xcos 2x = sin4x

sinx+2 D%(sin3x—sinx)=sin4x

sindx—sin3x=0 = 2singcos77x:0

Verilon tonliyin toyin oblastinda

sin x = 2sin > cos > # 0 oldugundan 2 sing # 0 olacaq. Ona goro do cos7?x =0 olmalidir.

Buradan
Tx « T 2rn
—=—+7mn = x=—+——, ne’z
2 7 7
Bu diisturla ifads olunan hollor ¢oxlugunun tonliyin toyin oblastina daxil olmayan hallorini atmaq
lazimdir. Basqa sozlo I - in §+ 27ﬂ = k sortini 6doyon tam qiymatlorini atmaq lazimdir. Bu

barabarliyin hor iki torafini 3 ya vursaq 4+8n =7k alangq.
r

Bu tonliyin sol torafi 72 - in istonilon tam qiymotindo 4 - o béliindiiyiinden k =4m olmalidir.

Onda:
44+8n=28m = 1+2n=T7m

N - in istonilon tam qiymatinds sol torof tok adad oldugundan M tok adad olmalidir, yoni
m=2p+1.0nda

2n+l= 7(2p+1) =n="Tp+3 olacaq.

Demoali, verilon tonliyin hallor ¢oxlugu

%+27z’n, n7Tp+3,n,pe”Z

diisturu ilo ifads olunacagq.

Cavab:£+2$, n+7p+3, n,pe”z

Niimuno 6. %% _ 0 tanliyini holl edin.

sin 2x

Holli:
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T+ 2wk
X =

keZ

=

1+cos6x I+cos6x=0 cosbx =-1 b6x=rn+2rk keZ
— =09 . = =
sin2x#0

sin2x sin2x #0 2x#an,ne”Z

n
x;t?,neZ

x=—+—,ke”Z
N 6
x#ﬂ,neZ
2

Buradan aydmndir ki, x= % + %k,k € Z soklindo olan odoadlordon x = % ,neZ soklindo

) T 7k T , , )
olmayanlar, yoni, M = {g + ?} voK = {7} ¢oxluqglarmin forqindon ibarat olan adadlor 6dayir

(Saxno, 1969). Homin forqi tapmagq iiciin M —K = M — (M ~ K) baraborliyini totbiq edok. M vo

K coxluglarinin kesismosini tapmagq iiciin %+ %k = % tonliyini hall etmoal lazimdir. Buradan 7 -

o 1 .
yo ixtisar etsok, P +§ = g = 3n =2k +1alariq. Sonuncu baraborlik A =3m+1,m e Z yaxud

n=2m+1,m e Z oldugda dogrudur. Onda
k
M-K = {% + % k#3m+ 1} olar. Yoni k iigiin k£ =3m—1yaxud k =3m sego bilorik. Bunlari

x= % + %k,k € Z hoallinda nazars alsaq, asagidaki naticoya golorik:

x:z ﬂ'3m,meZ:>x=£+”—m,meZ

6 3 6 3

AN i) R SN N L
6 3 6 3 3
x:—£+?,meZ

Bu iki cavabi birlosdirsak, tonliyin hoalli x = i% +7m,m € Z soklindos olar.

V4
Cavab: x=ig+7zm,meZ

Noatica

Moqalodo triqgonometrik tonliklorin hall ¢oxluglarinin birlogsmasi vo kosismosi masalaloring
baxilmisdir. Belo tonliklorin bir ne¢o hall seriyasina malik oldugu hallar arasdirilmisdir. Bu hollorin
analitik tisullarla vahid diistur soklindos ifado olunmasinin yollar1 toqdim edilmisdir. ©ldo olunmus
hallorin birlosmosi vo hallorin kosismosinin vahid ¢evra lizorinds tosviri vasitasilo hall ¢oxluglari
miioyyon edilmigdir. Niimunolor {izorindo aparilan tohlillordon bels qonasto golinmisdir ki, kasison
va ya list-listo dlison hall seriyalarinin birlogdirilmasi ils alds olunan hall daha sads vo timumi ifadslor
formasinda togqdim oluna bilor. Bu ciir yanasma triqgonometrik tonliklorin holli zaman1 somorsliliyin
artirillmasina xidmot edir.
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